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Resumen

Se presentan los resultados de un estudio destinado a reconocer las contribuciones que los contextos y las
tecnologias digitales ofrecen a la comprension de la tasa de variacion instantanea como una manera de
aproximarse a la derivada en un punto en el estudio de las matematicas. A través de documentos,
entrevistas y videograbaciones pudo observarse que los fenébmenos modelados y las tecnologias digitales
no son neutros en la comprension de este objeto matematico. Los resultados muestran que las situaciones
en las cuales la tasa de variacidn puede asociarse a magnitudes, en contextos y experiencias propias de
los sujetos, contribuye a pasar de la comprension de la tasa de variacion media a la comprensién de la tasa
de variacién instantanea. El estudio sugiere la necesidad de disefiar ambientes que promuevan que los
estudiantes se enfrenten a experiencias de modelacién con tecnologia en la que los objetos mateméticos
puedan tener diversidad de significados e interpretaciones.
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Modelling and Technology in the Study of the Instantaneous
Rate of Change in Mathematics

Abstract

This paper presents the results of a study aimed to recognize the contributions that contexts and digital
technologies offer to the understanding of the instantaneous rate of change as a means for approximating
to the concept of derivative in the study of mathematics. It was possible to observe through documents,
interviews and video recordings, that phenomena modelled and digital technologies are not neutral in the
understanding of this mathematical object. The results show that situations in which the rate of change may
be associated with magnitudes, in contexts and experiences of the subjects, contribute to move from the
understanding of the average rate of change to the understanding of the instantaneous rate of change. This
study suggests that it is necessary to design environments that encourage students to face modelling
experiences with technology in which mathematical objects could have a diversity of meanings and
interpretations.
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INTRODUCCION

Existe un creciente interés por el desarrollo de investigaciones que incluyan la modelacion matematica y las
tecnologias digitales en los procesos formativos en matematicas (Borba y Villarreal, 2005). La conjuncion de
la modelacion con las tecnologias digitales esta presente en diversos estudios internacionales. Por ejemplo,
Suérez (2014) mostré cémo los estudiantes pueden construir relaciones funcionales de fenémenos de cambio
a través de sensores y calculadoras, Soares y Borba (2014) argumentaron que un software como el Modellus
permite llevar a cabo un proceso de analisis de modelos matematicos que intervienen en la biologia, Daher y
Shahbari (2015) y Rodriguez y Quiroz (2016) mostraron que los procesos de modelacion se reorganizan
cuando se desarrollan tareas y experimentos con tecnologia.

Un aspecto comn en los anteriores trabajos es que las tecnologias digitales cumplen un rol fundamental para
la obtencion y andlisis de datos, produccion de modelos o la validacion y analisis de los mismos. Otro aspecto
recurrente en la mayoria de estos estudios es la posibilidad de modelar fendmenos de variacion a través de
conceptos del andlisis matematico (funciones, derivadas, ecuaciones diferenciales, entre otros). Este interés
converge con los planteamientos de Tall (2009), quien resalta la importancia de los aspectos dinamicos de la
matematica y el papel del software en la reproduccién de efectos visuales del calculo. Este autor también
sefiala que el calculo estd compuesto por conceptos dinamicos, por ejemplo: el deseo de cuantificar las cosas
gue cambian (el concepto de funcién), la razén en la cual cambian (derivada), la manera en la que se
acumulan (laintegral) y las relaciones entre ellas (teorema fundamental del calculo y la solucién de ecuaciones
diferenciales).

La variacién ha sido un aspecto central en el surgimiento histérico de conceptos del calculo (Gordillo y Pino-
Fan, 2016). También ha sido de interés diversos estudios que se preocupan por su presencia y comprensién
en la Educacion matematica (Vrancken y Engler, 2014; Arleb&ck et al., 2013, Herbert y Pierce, 2011, 2012).
Arleback et al. (2013) analizaron la interpretacion que hacen los estudiantes de los modelos y su relacion con
la interpretacion de la tasa de variacion media. En relacién con este concepto, Herbert y Pierce (2011)
informaron que las habilidades de los estudiantes para trabajar productivamente con representaciones en un
contexto no necesariamente se trasladan a otras representaciones y contextos. En un estudio con estudiantes
de primer afio de ingenieria, Vrancken y Engler (2014) informaron que a través de un conjunto de situaciones
de variacion la derivada emerge a partir de la necesidad de cuantificar los cambios en un instante. También
con estudiantes de ingenieria, Baez et al., (2017) mostraron evidencias de que una propuesta centrada en
tareas de variacion y cambio apoya el desarrollo del pensamiento variacional en contextos propios de estos
profesionales. En un contexto diferente, Villa-Ochoa (2012) ofrecié evidencia de que las representaciones que
los estudiantes usan influyen en la manera en que razonan con la covariacién; también mostré que la
transicion de la comprension de la tasa de variacion media a la tasa de variacién instantanea no es inmediata.
Los contextos y las representaciones estan presentes en la actividad matematica; sin embargo, no siempre
tienen los mismos usos ni cumplen los mismos roles en el razonamiento de los estudiantes. En ese sentido,
este articulo reporta parte de los resultados de un estudio méas amplio que se preocupé por la comprension
de la tasa de variacion. En particular, este articulo se centra en reconocer las contribuciones que los contextos
y las tecnologias digitales ofrecen a la comprension de la tasa de variacién instantanea.

MODELACION MATEMATICA EN EDUCACION MATEMATICA ¢ QUE SIGNIFICO EN ESTE ESTUDIO?

De manera general, la modelaciéon puede comprenderse como una practica de articulacion entre dos entes,
uno llamado modelo que actda en otro llamado lo modelado. La intervencion en lo modelado es diversa, por
ejemplo, para la prediccion, el diagnostico o la evaluacién de aspectos del ente modelado (Arrieta y Diaz
2015). En la literatura referida a la Educacién Matematica no existe una comprensién homogénea acerca de
la modelacion matematica ni de las implicaciones en el aula (Kaiser, Sriraman, 2006); la mayoria de los
estudios coinciden en denominarla como una interaccién entre el “mundo real” (ente modelado) y las
matematicas (ente modelador) (Blum, 2011). Sin embargo, mas alla de reportar experiencias realisticas y
auténticas, algunos autores sefialan que conviene centrar también la atencion al interior de las mateméticas
escolares para enriquecer la practica actual de la modelacién matemética con el fin de aprender matematicas
y apropiarse de herramientas Utiles de una manera significativa, incluso cuando las practicas profesionales
“reales” aln no estan incorporadas de forma plena (Arcavi, 2008).

Uno de los aspectos diferenciadores entre las tareas y procesos de modelacion es la nocion de “realidad”
(Villa-Ochoa, 2015), incluso, en el sentido de Arcavi (2008) los entes modelados no tienen que articularse de
forma necesaria a fenbmenos extramatematicos, por lo tanto, situaciones y fenémenos de la misma
matematica pueden ser susceptibles de ser modelados, de esa manera, toda practica matematica es una
practica de modelacién (Bosch et al., 2006).
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EL ESTUDIO

Ya que los significados y comprensiones de los objetos matematicos guardan estrecha relacion con las
acciones, practicas, razonamientos y demas actividades que se involucran en la resolucién de problemas,
este estudio se desarrollé a través de una metodologia cualitativa, en particular, se utilizé el método de estudio
de casos. Para Yin (2009), un estudio de casos posibilita una inmersién profunda y exhaustiva en un objeto
delimitado, en este caso, en un fenémeno educativo.

En el estudio participaron cuatro estudiantes de un curso de pre-calculo de un programa de ingenieria de una
universidad publica en Medellin, Colombia. Las estudiantes se nombran bajo los seud6nimos Cristina,
Marcela, Estefania y Alexandra, quienes decidieron participar de forma voluntaria y se comprometieron a
participar de ocho sesiones con una intensidad de dos horas cada una. Las sesiones fueron orientadas por
uno de los investigadores autores de este articulo. En los didlogos que se presentaran mas adelante, se le
nombrara como “investigador”. En las sesiones las estudiantes estaban dedicadas al estudio de tareas
referidas a la modelacién de fendmenos de covariacion. Las tareas tenian como propésito analizar el
comportamiento de variables, reconocer patrones y establecer mecanismos para construir modelos que
representaran la covariacion.

Las tareas se desarrollaron con el uso del software GeoGebra y Modellus. La primera tarea se denominé
“rectangulo inscrito” y se retomd del trabajo de Villa-Ochoa (2012). Esta se disefié en el software GeoGebra
y se construyd una herramienta que permitiera visualizar la tasa de variacion a través de un conjunto de
segmentos que representaban el cociente incremental (tasa de variacion) en diferentes puntos de una funcion.
En la figura 1 se presentan las principales caracteristicas de la tarea.
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Fig. 1: Ambiente de la tarea 1

La segunda tarea se denomind “velocidad y aceleracion”. En ella se utilizé el software Modellus para analizar
las relaciones entre recorrido, velocidad y aceleracion de un mévil de acuerdo con la misma funcién cuadréatica
descrita en la tarea 1. Esta segunda tarea se desarrollé a través de la vista dinamica, tabular y grafica del
software. La ventana que contenia los modelos mateméticos permanecié oculta. Para la tercera tarea se
propuso nuevamente el uso del GeoGebra; esta tarea consistié en estudiar la funcién Tasa de variacion en
cualquier funcion, a través de una herramienta que generalizaba los triAngulos construidos en la tarea 1 a
multiples triangulos en un intervalo. La cuarta tarea consistié en analizar la variacion en la descarga de un
archivo de internet. Para ello se presentd a las estudiantes un video en el que se registraba el proceso de
descarga. La datos de este estudio fueron los documentos elaborados por las estudiantes en la solucién de
las tareas propuestas, entrevistas, grabaciones de audio y registro en video de las acciones que realizaron
en los computadores, este Ultimo registro se realizdé con un demo del software Camtasia. El andlisis se enfoco
en todos aquellos datos que dieran cuenta de qué y cémo las estudiantes comprendian la tasa de variacion;
a partir de ello, la atencion se orient6 al rol que tuvo la modelacion y la tecnologia en dichas comprensiones.
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LA TASA DE VARIACION INSTANTANEA EN UN AMBIENTE DE MODELACION CON TECNOLOGIA

El presente articulo se fundamenta en la participacion de las estudiantes durante las dos primeras tareas. En
su primer acercamiento, las estudiantes se comprometieron con el reconocimiento de las cantidades variables
y constantes, luego determinaron y describieron relaciones de covariacion entre ellas. Al igual que en los
trabajos de Carlson et al. (2003), Cabezas y Mendoza (2016) y Villa-Ochoa (2012), las participantes
reconocieron caracteristicas de la direccion de la covariacion (v.g. el area aumenta y luego disminuye).
Seguidamente, el trabajo se centré en cuantificar el cambio y en construir un modelo matematico para
representarlo; para ello, las estudiantes construyeron un punto mavil cuya abscisa fue la distancia AE y la
ordenada el &rea del rectdngulo EFHG (Ver Fig.1). Al recrear el movimiento del segmento AE, el punto “dejo
el rastro” y con base en él, usaron la herramienta “lugar geométrico”. Como una manera alternativa de
construir el modelo, el investigador sugirid representar con la variable x el segmento AE, las estudiantes
lograron determinar la funcidn area A(x)=2x(6-x) con base en las relaciones geométricas entre los diferentes
segmentos. En la expresién algebraica 6 corresponde a la longitud del lado del cuadrado.

Dado que el objeto central fue el estudio de la tasa de variacién, el investigador cuestioné a las participantes
acerca de como y cuanto cambia la funciéon en determinados “momentos” del recorrido. Ellas centraron la
atencion en las diferencias en ciertos intervalos y mencionaron aspectos cualitativos como ‘crece cada vez
mas lento pero hasta la mitad’. Después, el investigador les sugirio explorar la herramienta Tasa de variacion
gue se habia disefiado en el software. El investigador pidi6 centrar la atenciéon en x=2. Las estudiantes
utilizaron la herramienta para calcular y representar la tasa de variacion en diferentes intervalos, por ejemplo:
[1.5,2],[1.7, 2], [1.9, 2], [1.99, 2]. En la Fig. 2 se muestra la construccion hecha por Marcela y Cristina.
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Fig. 2: Imagen de la aplicacion de la herramienta Tasa de variacion, por Marcela y Cristina.

Para responder la pregunta acerca de como cambia la tasa de variacién en x=2, las estudiantes se apoyaron
en calculos aritméticos proporcionados por la herramienta en cada intervalo. Al ver la secuencia de resultados,
expresaron que la tasa de variacion decrece. El investigador interpelé de nuevo preguntando ¢ Hasta dénde
decrece?, a lo que Estefania respondié hasta uno; el investigador les pidié argumentos para validar o refutar
esa respuesta. Las estudiantes continuaron usando la herramienta Tasa de variacion para calcular los valores
de la tasa en intervalos cada vez mas pequefios (con 2 en el extremo derecho del intervalo). El investigador
preguntd de nuevo: ¢ Seguras que decrece hasta uno? A lo que Cristina y Estefania respondieron con gestos
gue indicaban su respuesta negativa. Enseguida, el investigador preguntd: ¢Cuél es el valor al que nos
acercamos cuando el punto se aproxima a 2? Las cuatro estudiantes respondieron cuatro, de forma
simultanea. Este hecho se convierte en evidencia de la presencia de una imagen del concepto de limite, el
cual fue observado como “tendencia”. En este episodio, estas imagenes del limite se dieron a partir de la
regularidad encontrada en la secuencia aritmética de puntos que proporcionaba el software a través de la
herramienta Tasa de variacion.

Las estudiantes continuaron moviendo los puntos para construir intervalos cada vez mas pequefios y, en una
de esas oportunidades, ocurrio que dos extremos del intervalo se superpusieron lo que generé que la
expresién en el texto dinamico mostrara Ay/Ax = 0/0 =? Este hecho propicié que Marcela creara una idea de
limite como una “tendencia”, que en el caso de la estudiante fue supuesto pero no de existencia. El siguiente
dialogo es evidencia de esta interpretacion.
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Investigador: Entonces, ¢, Cudl es la tasa de variacién en 2?

Marcela: iNo existe!

Investigador: ¢ Por qué no existe?

Marcela: iPorque cero sobre cero no existe!
Estefania: iEs indeterminado!

Investigador: Y entonces, ¢Qué significa ese cuatro que encontraron? [Refiriéndose al valor del limite
inferido por medio de la aproximacion).

Marcela: Pero dijimos que daba cuatro porque nos aproximibamos, pero no es cuatro, porque en
dos se anula.

Las demas compafieras se limitaron a escuchar y al observar la pantalla del computador concordaron con
Marcela y Estefania. Frente a este hecho es posible generar al menos dos interpretaciones: por un lado, las
estudiantes estaban centrando su razonamiento en identificar “el patron” que ofrecia los calculos que
proporcionaba el software y, por otro, la nocién de limite se vincul6 con el calculo aritmético de los valores en
un intervalo y no con la “tendencia” que resulta a medida que se generan aproximaciones. Centrar la atencion
en el célculo ofrecido por el software pudo conllevar a que las estudiantes no diferenciaran el calculo de la
tasa de variacion en un intervalo y el calculo de ésta en un punto.

En la entrevista individual que se realizé posterior a la experiencia, el investigador pregunté de nuevo por el
valor que habian encontrado de la tasa de variacién en x=2. Marcela expreso: de 2 a... [Pretendia que el
profesor completara su oracién]. Esta respuesta muestra que la tasa de variacion [instantdnea] seguia
asociada solo a su comprension en un intervalo [tasa de variaciobn media]. El profesor interpel6 a Marcela y le
aclar6 que requeria la tasa de variacién en dos, a lo que ella respondi6: Ah, en 2 daba infinito, daba
indeterminado. Al pedirle argumentos al respecto, ella manifestd: Porque... Porque por estas restas daba 0
sobre 0. Porque cuando el area esta, ..., el area es,..., porque cuando el segmento esta en 2, el areaes 16y
si lo vamos a comparar, pues, si... iNo me acuerdo! [Silencio] Daba indeterminada, porque este segmento...
[Sefnalo6 el segmento variable del cuadrado]. Marcela, al igual que sus comparieras, a pesar de haber usado
la nocién de limite como “tendencia”, evocoé de nuevo la idea de la tasa de variacién en un intervalo tal y como
se uso en el software.

Las respuestas de Marcela dejaron en evidencia que existen estudiantes para quienes la tasa de variacién se
asocia a la idea de limite como “tendencia”, “valor supuesto” o “tendencia sin llegar”. Por lo tanto, requieren
de experiencias diferentes que promuevan otras ideas acerca de la aceptacion de la existencia de la tasa de
variacién en un punto. Para atender a este tipo de necesidades, en el software Modellus se recred un contexto
del movimiento de un vehiculo (tarea 2). Al igual que en la tarea 1, la modelacion inicié con el reconocimiento
de las cantidades que intervienen en el movimiento, la abstraccion de relaciones y la construccién de un
modelo que representara la posicion del mévil en funcion del tiempo. El modelo que las estudiantes lograron

construir fue x(t)=2t(6-t).

A partir de este modelo, el investigador sugirié a las participantes comparar el movimiento y los modelos de
las tareas 1 y 2. Los hallazgos en este aspecto muestran que, a pesar de que en ambos casos se estudi6 la
misma funcién matematica y se hizo un andlisis de la tasa de variacioén de forma semejante, las estudiantes
no establecieron una correspondencia entre las caracteristicas de ambas tareas. El investigador escribié en
la pizarra las expresiones A=2x(6-x) y x=2t(6-t), y generd un diadlogo para promover en las estudiantes una
comparacion entre ambos fenédmenos y expresiones, sobre sus diferencias y semejanzas. A excepcion de
Cristina, las demas estudiantes lograron concluir que: El incremento de A sobre incremento de x, [en la
situacion “rectangulo inscrito”] es analoga a ‘friangulito [incremento] de x sobre incremento de t”.
Simultdneamente el investigador escribié en el tablero la ecuacion Ax/At. Ante esta respuesta, el investigador
pregunt6 mientras sefialaba el cociente incremental escrito en el tablero: ¢ Qué seria el cambio de la distancia
con respecto al cambio del tiempo? A lo que Alexandra y Marcela respondieron al unisono: La velocidad. El
investigador replicé de nuevo: ¢Qué es la velocidad? Y Marcela responde: La relacion entre la distancia y el
tiempo, Alexandra complement6 diciendo: la variacion de la distancia con respecto a la variacion del tiempo.
Las evidencias presentadas en este apartado muestran que Estefania, Alexandra y Marcela establecieron
conexiones entre las imagenes construidas en las dos situaciones. Asi mismo, tal y como se mencioné en los
apartados anteriores, aunque en la situacion “rectangulo inscrito” las estudiantes reconocieron la nocién de
limite como una “tendencia”, no consiguieron aceptar su existencia, en parte, por el valor de 0/0 que se
presenta. En este aspecto, la simulacién del movimiento de un vehiculo, a través del software Modellus, fue
un elemento fundamental para que ellas consiguieran aceptar la existencia de dicho limite.

Para iniciar el reconocimiento de la tasa variacion instantanea, el investigador formulo la pregunta: ¢ Cuél es
la velocidad en dos? Las respuestas fueron diversas. Por ejemplo, Estefania se mostrd pensativa y respondié
16. Con ello mostré que estaba focalizada en la posicion y no en la velocidad. Por su parte, Alexandra sefialé
que era necesario hacer los calculos de nuevo con los triangulitos o sacar el limite; después de unos
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segundos, dijo con sorpresa, hey, ¢no seria también cuatro?; ante esto el investigador pregunté: ¢ Por qué
cuatro? Y de inmediato, Estefania y Marcela argumentaron que porque era la misma ecuacion y la misma
“tendencia”. Esto se convirti6 en evidencia de un movimiento en las ideas construidas. Las estudiantes
establecieron ciertas conclusiones como: En la situacion N° 1, cuando x (el segmento) se acercaba a dos, el
cociente incremental del area con respecto al segmento se acercaba a cuatro. Es analogo a que, en la
situacion actual, cuando el tiempo se acerca a dos, la velocidad se acerca a cuatro.

En ese momento, el investigador le sugiri6 confrontar las experiencias desarrolladas en las tareas 1y 2. El
investigador retom0 la analogia planteada en el problema de movimiento del vehiculo y gener6 el siguiente
dialogo:

Investigador: Yo puedo preguntar, ¢.cual es la velocidad que lleva el carro en dos?
Alexandra: Si

Ante el silencio de tres compafieras, el investigador simula con su cuerpo el movimiento del vehiculo, cuenta
el tiempo y se detiene cuando dice “dos”. Luego continda:

Investigador . Exactamente en dos, ¢ Cual es la velocidad?

Marcelay Alexandra : Ocho [mientras sus comparfieras responden, Estefania se muestra preocupada, y

al unisono pensando].

Investigador . ¢Por qué ocho?

Marcela . Porque son 16 centimetros, jen 2 segundos! [Estefania sigue en actitud
pensatival.

Investigador . ¢ Pero ahi no tendriamos un supuesto?

Marcela . Pero, ¢Usted no nos lo esta preguntando en ese punto?

Investigador . Si, jles estoy preguntando por la velocidad exactamente en dos!

Estefania . jCuatro! [La estudiante rompié su silencio y ofrecid esta respuesta con ahinco]

Alexandra . ¢ Siseria cuatro?

Investigador . ¢Por qué cuatro?

Estefania . Nosé

Se observa que tanto Marcela como Alexandra evocaron imagenes de la relacion de proporcionalidad directa
entre la posicién y el tiempo, relaciéon que revisaron una vez que el investigador afirmdé que implicaba un
supuesto. Unos segundos después del dialogo anterior, Alexandra tuvo ciertas imagenes mentales que fueron
evidenciadas por el tono enérgico con el que verbalizé: Si, es que es la tendencia. Y argument6 con el
acercamiento por medio de intervalos. Sin embargo, Marcela no alcanzé a entender lo que Alexandra afirmo
y replicé: ¢, O sea que es cuatro? ¢ Siempre va a ser cuatro? A lo que Alexandra le contestd: Cuando se acerca
a dos, es cuatro; en otro punto seria otro valor.

Para apoyar las conclusiones de Alexandra, el investigador propuso analizar el cociente incremental a través
del software y registrar su comportamiento en la tabla (Ver Fig. 3). Esta experiencia con el software fue
determinante para que las estudiantes, en particular Marcela y Cristina, pudieran visualizar de nuevo la
“tendencia” de la velocidad en el tiempo: 2 segundos. En el trabajo a seguir, se verificaron algunos valores
cercanos a t=2, y cémo la tasa de variacién estuvo cada vez mas cerca de cuatro; asi confirmaron lo que se
presenta en la tabla de valores. De nuevo, la imagen del limite aparecié asociada a una “tendencia”. Como
evidencia de ello, las estudiantes verbalizaron mientras mas me acerco a dos, la velocidad esta mas cerca de
cuatro, pero en esta oportunidad, ante la pregunta por la velocidad en dos, las estudiantes ofrecieron la respuesta
cuatro. La tasa de variacion (velocidad) en t=2 era aceptada, a pesar de que no lo era en la tarea 1.

El siguiente didlogo se convierte en evidencia de este hecho:

Investigador : Cuando el tiempo esta cerquita de dos, la velocidad va estar cerquita de...

Estudiantes : Cuatro

Investigador : Y exactamente en dos, ¢ Cudl va a ser la velocidad?

Estudiantes : Cuatro

Investigador : ¢Tiene sentido hablar de cuatro?

Estefaniay : Si

Alexandra

Investigador : ¢Hay algun problema si yo, con GeoGebra montara [superpusiera] el punto y me diera
cero sobre cero?

Estefania : iNo!

Alexandra : No, jporque se puede calcular por limites!

Estefania . Se puede hallar por limites.
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Fig. 3: Tasa de variacion en el software Modellus

En este punto, el investigador hizo la reflexion con las estudiantes sobre “su resistencia a aceptar la existencia
del limite, y que para ellas solo fuera una suposicion”. Como respuesta, las estudiantes sefialaron que seria
como decir que en dos, el carro no tendria velocidad y es claro que si la tiene. En el dialogo se evidencia
ademas la diferencia que ellas pudieron establecer entre la manera de calcular la tasa de variacion media y
la necesidad de utilizar otros procedimientos (limites) para calcular la tasa de variacion instantanea. Es estos
episodios es evidente que las estudiantes consiguieron abstraer la existencia del limite, a partir de la
abstraccion de diferentes imagenes de la tasa de variacién media. Este tipo de abstracciones les permitié
reconocer la propiedad:

Ay
TVinstantanea = Al)I(I—I}OE (1)

DISCUSION

Un aspecto critico en el estudio de la tasa de variacion radica en los usos de los contextos y las
representaciones (Herbert y Pierce, 2012; Vrancken y Engler, 2014). En el presente estudio se analizaron
imagenes que las estudiantes fueron construyendo en dos contextos diferentes y el uso de representaciones
kinestésicas, graficas, algebraicas, numéricas y verbales. En las dos tareas, la modelacion involucré el
reconocimiento del fenémeno de variacion, las cantidades (variables y constantes) que se involucran y las
relaciones entre ellas para construir modelos que representan la covariacién. A pesar de la similitud los
procesos seguidos en ambas tareas, las imagenes que las estudiantes construyeron en el transcurso de cada
proceso fueron diferentes.

El disefo de la primera tarea involucré el uso de ‘texto dinamico’ para disminuir la carga operatoria en el
célculo de la tasa de variacion media. Al igual que los participantes del estudio de Arleback et al. (2013), las
estudiantes tuvieron una comprension local y global de la tasa de variacion media. La herramienta construida
en el GeoGebra ofrecié la posibilidad de calcular la tasa de variacion media en un intervalo determinado
(compresién local) pero también posibilité el reconocimiento de una tendencia general a través del calculo de
la tasa de variacion en tantos intervalos como las estudiantes quisieran (comprensién global). Esta tendencia
contribuy6 para que las estudiantes pudieran inferir el valor de la tasa de variacion instantanea; sin embargo,
también hizo que las estudiantes centraran mas su atencion en el célculo aritmético y no tanto en la
interpretacion del resultado. Focalizarse en el célculo aritmético pudo también deberse a la ausencia de un
contexto que les posibilitara usar los significados construidos en sus experiencias cotidianas y extraescolares.
Este hecho apoya la premisa de que la conexidn entre conceptos va mas alla del dominio matematico (Dolores
y Garcia-Garcia, 2017), en particular, involucra conexiones de la estructura subyacente en las diferentes
tareas, y sus conexiones con los fenémenos extramatematicos.

La ausencia de un contexto ‘realistico o auténtico’ en la primera tarea también conllevé a que la interpretacion
de la tasa de variacion (media e instantdnea) no se asociara a una magnitud conocida; en esa tarea, la tasa
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de variacién era una cantidad cuya medida se expresaba en “cm?cm” y no una magnitud perceptible en la
cotidianidad. Contrario a ello, en la segunda tarea, la tecnologia ademas de recrear un fenémeno de
movimiento también proporcioné significados de la tasa de variacion como la velocidad de un movil. Este
significado fue fundamental para trascender las comprensiones de la tasa de variacién instantanea. En cierta
medida, los hallazgos de este estudio se relacionan con los de Herbert y Pierce (2011); sin embargo, el analisis
de los episodios presentados muestra que los contextos usados para modelar, no permanecen neutros en la
comprension matematica. Este hecho ofrece evidencia adicional a los hallazgos de Villa-Ochoa y Berrio
(2015) quienes rescatan los diferentes roles que tienen los contextos en la modelacion matematica; asimismo,
apoya la idea de incluir fenébmenos de la experiencia de los estudiantes, en particular de la fisica, en el estudio
de conceptos como el de derivada (Vrancken y Engler 2014).

Existen otros aspectos importantes que vale la pena resaltar. Un primer aspecto es que la tasa de variacion
media se interpreto6 en la primera tarea como la “comparacién de dos estados” y se representé a partir de un
triangulo rectanculo (cociente incremental). Esta representacién fue dinamica en el sentido que podia dar
cuenta de cualquier intervalo en cualquier punto; ello hizo que jugara un papel fundamental en la construccion
de imagenes de la tasa de variacién media, pues a través del ambiente con tecnologia se ofrecieron insumos
para coordinar la representacién del fenémeno dinamico, la representacion geométrica, numérica y
algebraica. Otro aspecto que se resalta tiene que ver con el disefio y el desarrollo de las tareas. A lo largo de
la experiencia se propicio el uso de descripciones cualitativas, la comparacion aritmética de dos estados, la
cantidad magnitud que describe el cambio promedio de una cantidad por unidad de cambio de la otra unidad.
A pesar de ello, la experiencia proporcionada en la tarea 1 fue insuficiente para una comprension de la tasa
de variacion instantdnea y, como complemento, se requirié del estudio de un fendmeno que evocara los
significados construidos en las experiencias extramatematicas de las estudiantes. A partir de este estudio
puede observarse que la comprension de la tasa de variacion instantanea demanda por parte del estudiante:
(i) Superar la idea de limite como supuesto y (ii) Comparar y producir diferentes significados de los objetos
matematicos en diversos fenémenos y contextos. Estos resultados apoyan los resultados de Arlebéack et al.
(2013) y de Arleback y Doerr (en prensa) quienes sefialan que la comprension matematica ocurre cuando los
estudiantes desarrollan modelos matematicos que pueden usarse y re-usarse en un rango de contextos
estructuralmente similares.

Un aspecto adicional que se enfatiza es que las tecnologias utilizadas involucran la posibilidad de explorar y
coordinar diferentes representaciones, visualizaciones y en el analisis de datos numéricos. Los resultados de
este estudio muestran que todo ello se convirtié en insumo para la construccién de representaciones gréficas
y algebraicas del modelo matemético. En los aspectos visuales, los hallazgos de este estudio ofrecen
evidencia adicional a los elementos ya reportados por Rodriguez y Quiroz (2016), quienes con tecnologias
digitales y fendbmenos diferentes, también observaron que a través de la visualizacion se pueden establecer
reflexiones y condiciones para construir modelos matematicos a partir de los fenémenos recreados en cada
tarea. Estos usos y aportes de las tecnologias apoyan los planteamientos de Borba y Villarreal (2005) quienes
sugieren que la investigacion cada vez demanda de usos mas refinados de las tecnologias, que no conlleven
a su “domesticacion” para hacer con ellas lo que generalmente se haria con lapiz y papel.

Finamente, vale la pena resaltar que las tecnologias usadas en este estudio permitieron recrear fenémenos
dindmicos y promover una comprension de un objeto del célculo acorde con la naturaleza dindmica de esta
area del conocimiento (Tall, 2009; Parada et al., 2016). Asi, el software Modellus también aportd, no sélo para
recrear el ambiente de un movimiento uniforme y acelerado, sino también porque, mediante su manipulacion,
las estudiantes observaron relaciones entre cantidades como el recorrido y el tiempo; pero también aporté a
gue las estudiantes pudieran matematizar la velocidad como una tercera cantidad que, a su vez, ofrecio
significados del contexto para ampliar la comprension de la tasa de variacion instantanea. La coordinacién de
estas cantidades y el reconocimiento de la tasa de variacion como una tercera cantidad son elementos claves
dentro del razonamiento covariacional (Arlebéck et al. 2013; Carlson et al., 2003)

CONCLUSIONES

La comprension de la tasa de variacion media e instantdnea es fundamental en el razonamiento covariacional
y la comprension de la derivada (Arleback y Doerr, en prensa; Vrancken y Engler, 2014). En su marco
conceptual Carlson et al. (2003) sefialan que la comprension de la tasa de variacion instantanea “incluye una
consciencia de que la razén de cambio instantanea resulta de refinamientos mas y mas pequefios en la razon
de cambio promedio” (p. 129); sin embargo, evidencias empiricas muestran que estas acciones son
insuficientes para lograr una compresion de ella (Villa-Ochoa, 2012).

Los hallazgos presentados en este articulo muestran que existen estudiantes para quienes la secuencia de

refinamientos méas pequefios en la tasa de variacion media no es suficiente para comprender la tasa de
variacion instantdnea. En ese sentido, este articulo aporta evidencia adicional frente a otros aspectos que
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intervienen en la transicién entre los niveles de razonamiento asociados a estas dos tasas de variacion. En
coherencia con ello, este estudio pone a consideracién aspectos a través de los cuales los marcos que se
encargan de estudiar esta transicion podrian extenderse.

Como una manera de atender al propdsito declarado en este articulo, se destaca que las tecnologias digitales,
los contextos y los fendmenos que se modelaron no fueron neutros en la transicién hacia la tasa de variacion
instantanea. A través del software GeoGebra se implementé una tarea que recre6 un fendmeno dinamico y
el estudio aritmético de la tasa de variacién media en intervalos cada vez mas pequefios. Si bien es cierto que
la tarea fue fundamental en el proceso de estudio y modelaciéon de la variacion y en la coordinacion de
representaciones; también es cierto que al centrar la atencion en la secuencia aritmética las estudiantes
pudieron conjeturar un valor para la tasa de variacion instantanea, pero no aceptaron su existencia.

Para poder aceptar la existencia de la tasa de variacién instantanea fue fundamental la conjuncion de un
contexto propio de la experiencia de las estudiantes y la posibilidad de experimentar, representar y confrontar
contextos a través de la tecnologia. En la aceptacion de la existencia de ese valor aportaron tanto los
significados que la velocidad en un tiempo determinado tenia en la experiencia de las estudiantes como la
confrontacion de las estructuras subyacentes en las dos tareas de modelacién. En la conjuncién entre
modelacién y tecnologias se constituy6 un sistema de experiencias, significados y representaciones a través
de los cuales la tasa de variacion instantanea cobré sentido para las estudiantes.
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